CORRIGE DU DEVOIR LIBRE N° 1

Partie I. Alice au pays des merveilles

Nous noterons R (resp. J, B) l'assertion : ” le flacon rouge (resp. jaune, bleu) contient un poison”. Nous noterons
Ir (resp.I;, Ip) linscription notée sur le flacon rouge (resp.jaune, bleu).

Question I-1. I < JetNon(B),I; < (R= B),Ip < Non(B)et (RoulJ)
Dans un souci d’économie de papier, je dresse une seule table de vérité, complete :

’ ‘R‘J‘BHIR‘IJ‘IBH(IRGtI‘]):>IB‘(IgetIRélJ‘(IJetIBilR‘
1f\v|iv|V|F|V|F |4 |4 V
2\V|IVIF|V|F |V V F |4
S|\VI|F|V|F |V |F 14 V |4
4/ V|IF|F|F|F|V \% v |4
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Question I-2. La question se traduit par Ir et I; et Ig. Les inscriptions sont compatibles (regardez la ligne 6).

Question I-3. La question se traduit par (Iretl;) = Ig ou (Igetlg) = I, ou (Igetly) = Ip.
D’apres la table de vérité ci-dessus, les implications(Igetl;) = Ip et (Igetl;) = Ig sont vraies, tandis que 'implication
(Igetlp) = I est fausse.

Question I-4. Oui, il suffit de lire la ligne 8 : I et Iz sont fausses.

Question I-5. D’apres la ligne 6, lorsque les trois inscriptions sont vraies, alors J est vrai.

Question I-6. On suppose dans cette question que VX € {J, R, B}, Ix = Non(X). Par conséquent seules les lignes
3,4,7 et 8 de la table de vérité comptent. On observe alors que dans chacune de ces lignes J est faux, c’est-a-dire le
flacon jaune ne contient pas de poison.

Partie Il. Images directes et images réciproques

Exercice II-1. Propriétés de l’image directe

Soient A, B € #(FE) et f: E — F une application. Montrons que

II.1-1.

II.1-2.

I1.1-3.

11.1-4.

A C B = f(A) C f(B). Soit y € f(A) il existe donc z € A tel que y = f(z). Or A C B d’ou z € B. Comme
y = f(x), ceci prouve que y € f(B).
f(AUB) = f(A)U f(B). Soit y € £

y€ f(AUB) <= 3Jxe€ AUBly=f(z) < Jz € Aly = f(x) ou Iz € Bly = f(z)
— yef(A)ouye f(B) — ye f(AU[(B).

A
f(ANB) C f(A)N f(B). Ceci résulte de la Question II.1-1 :
ANBCA f(ANB) C f(A)
AchB} {f(AmB)cf(B) = f(ANB) c f(4)N f(B).
A

f(AN B) = f(A)N f(B) si et seulement si [ est injective.

Supposons f injective et montrons que f(A) N f(B) C f(AN B) : soit y € f(4) N f(B). Comme y € f(A4), il
existe a € A tq y = f(a); comme y € f(B), il existe b € B tq y = f(b). Aisnsi, y = f(a) = f(b). Comme f est
injective par hypothese, ceci entraine que a = b. Par conséquent a € AN B. Comme yy = f(a), il en résulte que



y € f(ANB).
Réciproquement Soit a,b € E tel que f(a) = f(b), montrons par 'absurde que a = b. Supposons au contraire
que a # b. Notons A = {a} et B = {b}. Nous savons que f(ANB) = f(A)N f(B) = {f(a)}. Comme de plus

P f(ANB)=10
AﬂB—(Z),llwent{ F(ANB) = {f(a

N Ce qui contredit le fait que f est une application. A

Exercice II-2. Propriétés de l’image réciproque

Soient C, D, € Z(F) et f : E — F une application. Montrons que

I1.2-1.

11.2-2.

I1.2-3.

CccD=f(C)cf (D).

Soit € f (C), alors f(x) € C. Or C C D, donc f(z) € D, c-a-d z € f (D). A
f(CuD)=f(C)uf(D).

La preuve sera par double-inclusion :

Tout d’abord, d’apres la Question précédente, nous avons :

OCOUD} f(©) cf(cub)
DcCuD f(D)c f(cuD).

Réciproquement si x € f1 (C'UD), alors f(z) € C'UD. Deux cas se présentent :

} = f(C)uf (D) c f(CuUD).

si f(z)eCalorsz e f (C)C f (C)Uf (D),
si f(z) e Dalorsz € f (D) C f (C)Uf (D).
Dans tous les cas, z € f (C)U f (D). A

f(enp)=r(©nf (D).

La preuve sera par double-inclusion :

Tout d’abord d’apres I1.2-1, nous avons

CNnDcC=f(CND)cf(C)etCNDCcD= f(CND)C f (D).

Par conséquent f (CND) C f (C)N f (D).

Réciproquement, soit z € f (C)N f (D). Alors f(z) € C et f(z) € D, d'on f(z) € CND, c-a-d z € f (C N D).
A

Exercice II-3. Une caractérisation de la surjectivité

I1.3-1.

I1.3-2.

Montrons que pour toute partie D de F', f (fl(D)) c D.

Soit D € P (F) soit y € (fl (D)), alors il existe z € f (D), tel que y = f(z). Précisément, comme x € fl(D)7
y= f(z) € D. A
Montrons que

f est surjective si et seulement si pour toute partie D de E , f (fl (D)) =D.

Supposons que f est surjective et montrons que VD € Z(F), D C f (fl (D))
Soit D € Z(F) et y € D fixés. Comme f est surjective, il existe z € F tel que y = f(z). Comme f(x) € D, z

appartient & f (D). Comme y = f(z), y € f (fl (D))

=1

Réciproquement, supposons que VD € Z(F), f (f (D)) = D et montrons que f est surjective.
Appliquons notre hypothese avec D = F, il vient F' = f (fl (F)) C f(E). Par conséquent f(FE) = F, c’est-a-dire

que f est surjective. A

Exercice II-4. Une caractérisation de l'injectivité

I1.4-1.

11.4-2.

Montrons que pour toute partie A de E , A C f (f(A)).
Soit A € Z(E), et fixons x € A. Comme = € A, il est clair que f(x) € f(A). D'ou z € A (f(A)). A

Montrons que f est injective si et seulement si pour toute partie Ade E , A = fl (f(A4)).

Supposons f injective et considérons une partie A de E. Montrons que f (f(A)) C A. Soit donc z € f (f(A)),
et notons y = f(x). Il est clair que y € f(A). Par conséquent , il existe a € A tel que y = f(a). Ainsi,
y = f(x) = f(a). Comme par hypotheése f est injective, il en résulte que x = a € A.

Réciproquement, supposons que pour toute partie A de E , A= f ! (f(A)) et montrons que f est injective.
Soit x,2" € F tels que f(x) = f(z). Notons A = {x}. Comme f(z) = f(2’), nous obtenons d’une part que
2 e F (f(A)). D’autre part . comme A = f (£(A)). nous en déduisons que =’ € A. ie ¢ = 2. A



Partie III. Un ezercice indépendant

Notation : Soit y € F, on note f, : E — F' la fonction constante égale a y, i.e. Vo € E, f,(z) =y.

On considere trois ensembles F, F et G, ainsi qu’une application ¢ : F — G. Notons ® I'application

. FE - GF
f = pof

IT1.0-1. Montrons que ® est injective si et seulement si @ est injective.

Supposons que ® est injective et montrons que ¢ 'est aussi. Donnons-nous deux éléments y,y’ de F tels que
©(y) = ¢(y'). Par construction de f, et f,/, nous avons pour tout élément x de E ¢(f,(z)) = ¢(fy (x)), c’est-a-
dire que ®(f,) = ®(f,/). Comme ® est injective, il en résulte que f, = f,/ et par suite que y =y’

Réciproquement supposons que ¢ est injective et montrons que ® est injective. Soit donc f, f' € FF telle! que
O(f) = ®(f'), Soit x € E arbitraire, il découle de I'égalité ®(f) = ®(f’') que ¢(f(z)) = ¢(f'(z)). Comme par
hypothese ¢ est injective, il s’en suit que f(z) = f/(z). Ceci étant vrai pour tout x arbitraire, il en résulte que

f=1r. A

I11.0-2. Montrons que ® est surjective si et seulement si @ est surjective.

Supposons P surjective et montrons que ¢ est surjective. Soit z € G arbitraire. On considere la fonction g : E — G
constante égale a z, i.e. Vo € E, g(z) = z. Comme par hypothese ® est surjective, il existe une fonction f : £ — F
telle que ®(f) = g.

Soit x € E fixé, il vient ¢ o f(x) = z. Posons y = f(z), on a alors ¢(y) = z.

Réciproquement, supposons ¢ surjective et montrons que ® est surjective.

Soit g : E — G une application. Soit = € E fixé. Notons z = g(z) € G. Comme ¢ est surjective, @ ({z} # 0.
Choisissons un antécédent y € @ ({z} de z par ¢.

Ainsi, pour tout élément = de E nous avons construit un antécédent y € F de g(x) par ¢. Comme cet antécédent
dépend de z, notons-le f(z). Le procédé ainsi décrit définit une application f : E — F telle que Vz € E f(x) est
un antécédent de g(x) par ¢, c’est-a-dire p o f(x) = g(x). La fonction fE — F vérifie bien ®(f) =g A

1

rien a voir avec la dérivée ici!



