CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE N° 3

EXERCICE 1 : DEUX CANDIDATS A L’ORAL DE MATHEMATIQUES

On note S 'ensemble des 20 sujets possibles.

1. Un résultat possible est une paire de sujets, donc ; = %(2,S). Comme heureusement pour le candidat, le

2.

p(Ar) = Card O 19
a. Le premier candidat a tiré deux sujets provenant d’'un méme examinateur. On cherche py4, (4s).

20

tirage se fait au hasard §2; est muni de la probailité uniforme. Card ; = (2) = 190. A; est le sous-ensemble
de 7 formé des 10 paires de sujets provenant des mémes examinateurs, par conséquent Card A; = 10 et

Card Al 1
A

Il reste donc 18 sujets possibles provenant de 9examinateurs. Un résultat possible est donc une paire de
sujets choisis parmi ces 18 sujets restants. On note {25 I’ensemble constitué de ces paires de sujets. Comme
le deuxieme candidat tire ses sujets au hasard, Q5 est muni de la probabilité uniforme. Card Qo = (128) =
153. D’autre part Ay sera réalisé si le deuxiéme candidat pioche une des 9 paires de sujets d’'un méme

nat p , ¢ (4s) nombre de cas favorables 1 N
examinateur. Par conséquen = = —.
d Pa. A2 nombre de cas possibles 17
1
b. On en déduit p(A1 n Az) = p(Al) X DA, (AQ) = % A

3. Comme (A1, A;) forme un sytéme complet d’événements non négligeables, la formule des probabilités totales

donne :

p(A2) = p(A1) x pa, (A2) + p(A1) x pa, (A2)

Calculons p 4, (A2). On suppose que le premier candidat n’a pas retiré deux sujets provenant du méme examina-
teur, par conséquent il ne reste que 18 sujets pour ledeuxieéme candidat dont 16 seulement peuvent étre groupés

18

par deux suivant leur auteur. Ainsi, il y a (2) = 153 cas possibles pour 8 cas favorables seulement. Il s’en suit

8
que pj, (A2) = —. Réinjectons ce résultat dans la formule des probabilités totales, il vient :

153

p(A2) = p(A1) X pa,(Az2) +p(A1) X pz, (A2)
118 8  1+48x2 1

= xS
323 19 153 323 19
A
4. D’apres les propriétés générales des probabilités, nous avons
2 1 33
(A1 U Az) = p(A1) +p(A2) — p(A1 N Ap) 10 323 323 A
EXERCICE 2 : LE SUJET PREFERE DU DOCTEUR B.

On donne les probabilités suivantes :
— la probabilité pour que ce soit le docteur A. qui pose 'examen, est

p(A) = 0,40
Q2 — la probabilité pour que ce soit le docteur B. qui pose 'examen, est
c p(B) =0,25

— la probabilité pour que ce soit le docteur C. qui pose 'examen. est
5 I3 p(C) =0,35

— si A pose le sujet, la probabilité d’avoir R est pa(R) = 0, 10,

— si B pose le sujet, la probabilité d’avoir R est pgA(R) = 0, 82,

— si C pose le sujet, la probabilité d’avoir R est pc(R) = 0,40.

=
=
jas]]



Les événements A, B, C' forment un systéme somplet d’événements non négligeables, par conséquent la formule du
docteur Bayes ! donne :

p(A) x pa(R)

pr(A) =
) p(A) x pa(R) + p(B) x pp(R) + p(C) X pc(R)
B 400 _ 400 8
400 + 2050 + 1400 3850 77
pr(B) = oB) x pollY - =
p(A) X pa(R) +p(B) x pp(R) +p(C) x pc(R) 77
pr(C) = pC) > pelFy) -2
p(A) x pa(R) + p(B) x pp(R) + p(C) X pc(R) 77
A
EXERCICE 3:  JEU D’URNES
1. Jai déja rédigé ca en séance d’exercices, je m’épargne la peine de le taper ici.
n
1
a. On montre par récurrence que pour tout entier naturel n non nul Z k= % A
k=0
n 2
1
b. On montre par récurrence que tout entier naturel n non nul Z k3 = (n(n;—)) . A
k=0
2. On discute le nombre d’urnes suivant la valeur k € [1,n] de linscription : il y a k urnes portant le numéro k.
= 1
Par conséquent le nombre total d’urnes est N = Z k= % A
k=1

3. Dans chaque urne Uy, il y a k boules blanches et k(k — 1) boules rouges.
On choisit une urne au hasard, puis on tire une boule de cette urne. On note pour tout k € [1,n] Uy 'événement
“l'urne choisie porte le numéro k”.

a. Soit k € [1,n] fixé. Un résultat possible est une urne parmi les N urnes possibles. Or il y a exactement k

urnes portant le numéro k,
, t, p(Us) nombre de cas favorables & 2k A
ar conséquent, = - =L =-_="
P d Pk nombre de cas possibles N n (n+1)

b. Notons B I’événement “la boule tirée est blanche”. On cherche p(B). Il est clair que les (Uy) forment un
systeme complet d’événements. De plus d’apres la question précédente, ces événements sont non négligeables.
La formule des probabilités totales s’applique et donne :

n

p(B) =Y p(Ux) x pu, (B)
k=1

Soit k € [1,n] fixé, calculons py, (B). Le tirage s’effectue au hasard dans une urne portant le numéro k
ce qui indique qu’il y a k boules blanches et k (k — 1) boules rouges dans cette urne. Ainsi, la probabilité
d’obtenir une boule blanche dans une urne portant le numéro k est

nombre de cas favorables k

(B) = - =7
Pui ~ nombre de cas possibles k2 &’

Réinjectons ce résultat dans la formule des probabilités totales, nous obtenons finalement

p®=2mmxmeQX“’ D:Q N

1 X 1
= =\ () nt

c. On constate que la boule tirée est blanche. Calculons la probabillité que cette boule provienne d’une urne
portant le numéro k. Pour cela nous utilisons la formule de ce bon docteur Bayes pour retourner les

conditionnements : 9k 1
. p(BNUg) _ pUk) Xpu,(B) _ nm+n * & _ 1
11 vient p(U) = = = e A
p(B) p(B) T n

1vous ’aviez reconnu ?



On décide de vider le contenu de toutes les urnes dans un grand sac. On tire ensuite une boule de ce sac.

4. Nous avons maintenant un grand sac qui contient toutes boules. L’univers des possibles €2 est donc ’ensemble
des boules. Le tirage se faisant au hasard dans le sac, {2 est muni de la probabilité uniforme.
Dénombrons tout d’abord 2 . Comme nous ’avons déja noté chaque urne portant le numéro k contient k2 boules,

comme il y a k exemplaires de 'urne U, il vient :
n 2
1
Card @ =Sk x k2 = (71(”;))
k=1

ainsi que vous ’avez démontré en question de cours.
A présent dénombrons ’ensemble B des boules blanches. Chaque urne portant le numéro k en contient k, comme

il y a k exemplaires de 'urne Uy, il vient :

(n+1)2n+1)

Cad B=Y kxk="

k=1 0
n (n41)(@nt1)
. — 2 2n+1
D’ot finalement : p(B) = W =3 nn+l) 4
n? (ni1)?

PROBLEME 1 : JOUONS AVEC DES JETONS !

Soit n € N*. On définit les événements :
— D, “le n°™ tirage a lieu, et  la fin l'urne contient
2 jetons verts”
— U, “le n®™ tirage a lieu, et a la fin 'urne contient
1 jeton vert”
Dy Uz G2 D> Uz G2 D2 Uz G2 — @G, “le n°™ tirage a lieu, et & la fin Uurne ne
contient plus de jetons verts”
On note d,, u, et g, les probabilités respectives de D,,, U, et G,. De plus nous définissons pour tout n € N*
I'événement : V,, “le jeton tiré au n'*™ tirage est VERT”

Q
Dy Ui G

2. Initialement, 'urne contient deux jetons verts, par conséquent :

a. Dy = V. Le tirage se faisant au hasard dans I'urne, d; = p(D;) = p(V}) =

Cﬂ\l\')o—”w

b. U; = V. Le tirage se faisant au hasard dans 'urne, uy = p(Uy) = p(V7) =

c. G1 =0, par conséquent, g3 = p(G1) =0
On peut ensuite en déduire les valeurs de dg,us et go en remarquant que Dq,U; et G forment un systéme
complet d’événements. Nous obtenons :

a. p(D2) =p(DaNDy)+p(D2NUy) +p(D2NGy) =p(D2nN Dy) Or p(Dq) > 0 aussi pouvons-nous écrire

p2 = p(D2 N D1) = p(D1) x pp, (D2) = p(D1) x pp, (V2) = (2>

b. p(Uz) = p(U2N D) +p(U2NU1) +p(U2 N G1) = p(U2 N Dy) + p(U2 N Uy) Comme p(D1) et p(Uy) sont non
nuls, nous pouvons écrire :

o] W
X
(211 V)

p(U2nNDy) = p(D1) x pp,(U2) =p(D1) x pp,(Va) =

p(UzNUy) = pUr) x py,(Uz) =p(Ur) x pu, (Va) =

[T\
(S

X

Finalement
14

ug =p(UaNDy) +p(UaNUy) = 2%



3.

4.

c. p(G2) = p(G2 N D1) + p(GaNUL) 4+ p(G2 N G1) = p(G2 N Uy) Comme p(Uy) est non nul, nous pouvons
écrire :

25

X

o] N
| =

g2 = p(G2 NUL) = p(Uy) x pu, (Gz) = p(Ur) x pu, (Vo) =
A

On peut remarquer que pour que D, soit réaliser, il faut q’a chaque tirage précédent on tire un jeton blanc.

3 n
Montrons par récurrence que d,, = (5> .

e 1o 4. . ainsi . , PN ; L =B
Initialisation : ainsi que nous 'avons démontré a la question précédente d g’
n

hérédité : Soit n > 1 tel que d,, = =) - Pour calculer d,,41 nous utilisons le fait que D,, , U,, et G,, forme

un systeme complet d’événements. Il vient par additivité :
dpny1 = p(Dn+1 n Dn) + p(Dn+1 n Un) + p(Dn+1 N Gn)

Les événements D,,11,U,, et G,, étant deux a deux incompatibles, il en résulte que d,,+1 = p(Dp+1 N D,,). Or
par hypothese de récurrence, p(D,,) > 0 d’ou :

. 3\" 3 /3\""
dnt1 = p(Dnt1 N Dy) = p(Dy) X pp, (Dn+1) = p(Dn) X pp, (Vat1) = (5> 5" (5>

n
Conclusion : Par récurrence nous avons montré que d,, = <5) . A

Remarque : Ici, I'utilisation de la formule des probas composées est rendue délicate car nous ne pouvons pas a
priori assurer la non-négligeabilité des conditionnements.

a. Soit n € N*,
i p(Un+1|Un) :pUn(Vn+l) = %
ii. p(Un+1|Dn) :PDT,,(Vn+1) = %
iii. p(Un+1|Gr) = 0 car les événements U, 11 et G, sont incompatibles.
b. Soit n € N* un entier naturel non nul. Les événements D, , U, et G, forment un systéeme complet
d’événements. Par additivité il s’en suit que up11 = p(Uny1 N Dy) +p(Uns1 NUL) + p(Upy1 NGy). Or, les

événements U, ;1 et G, sont incompatibles, tandis que les événements D,, et U,, sont non négligeables. En
uttilisant les résultats de la questionprécédente, il vient :

Unt1 = p(Dn) XD, (Unt1) +pu, (Unt1) = 0(Drn) X pp,, (Vas1) + pu, (Vag1)
4

2
= 7dn —Un
5in T Y

a. Soit (a,) la suite définie par : Vn € N*,a,, = u,, + 2 (2) .

Montrons que la suite (a,) est une suite géométrique : soit n € N*, exprimons a,; en fonction de a,.
D’apres la question précédente, nous avons :

a = Upy1+2 <3>n+1:4u +2(3>”+2 <3>n+1:4u +<2+2><3>><<3>n
et Al 5 5" 5\5 5 5" \5 5 5
4 8 3\" 4 3\" 4

Ainsi, nous avons démontré que Vn € N*, a,,11 = (4/5) an, ce qui prouve que (a,,) est une suite géométrique

4
de raison 5 A

4 n—1 ] 4 n—1 4 n
b. Par conséquent pour tout n € N* a,, = ay X (5> = 5>< (5) =2x (5> . Comme u,, = a,—2X (%)n,

il en découle finalement que pour tout entier naturel non nul n, u, est donné par la formule :

4n n 4gn _ gn
ez (4 (2) ) e .



6. Soit n € N*. En utlisant une fois de plus que les événements D,, , U, et G, forment un systéme complet
d’événements ainsi que 'incompatibilité de G,,11 avec D,, et G,,, nous obtenons

1
gn+1 = P(Gny1 NUR) = p(Uyn) X pu, (Gnt1) = un X pu, (Vat1) = gun'
Un—1

4n—1 _ 3n—1
Par conséquent, VneN,n>2 g, = = 2 X e

PROBLEME 2 : PARTITIONS EN PAIRES OU SINGLETONS

Partie 1. Partitions non ordonnées en paires

Pour tout entier naturel non nul n € N* et pour tout ensemble fini £ de cardinal 2n, on note a,, le nombre de
partitions non ordonnées de E en paires.

1. Pour déterminer a; et ay , je dersse la liste de toutes les partitions en paires de Fy et Fy :

a. il n’y a qu’une partition en paires de Fs : il s’agit de {{1,2}}
b. il y a 3 partitions en paires de Fy
B {{1a2}7{374}}

c. Avant de calculer as, je procede par étapes 2 pour dénombrer le nombre de partitions ordonnées de Fg en

paires.
e je choisis une premiére paire ~ (%) possibilités
e je choisis une deuriéme paire > (3) possibilités
e je choisis une troisieme paire > (g) possibilités
Au total il y a 90 partitions ordonnées de Fg. Comme ag désigne le nombre de partitions non ordonnées de
F§ en paires, il faut - d’apres le ppe des Bergers- diviser ce résultat par 3! = 6, il vient : ag = 15. A
2. On suppose que n > 2 et on considere ’ensemble E = {x1,x2,...,22,}. Je dénombre ’ensemble des partitions
en paires non ordonnées de F en discutant suivant la paire qui contient x; :
e je choisis ’élément = de E qui fait la paire avec x > (2"1_ 1) possibilités
e Il me reste a partitionner ’ensemble F \ {z1,2} en paires non ordonnées ~> an_1 possibilités
Au total, il y a donc (2n — 1) X a,,—1 partitions de E en paires non ordonnées. A
(2n)!

3. Montrons par récurrence que Vn € N* a,, = o ]
n!
Initialisation : look at question 1.

2n)!
Hérédité : Soit n > 1 tel que a,, = é Ln)'. On utilise la question 2. pour calculer a1 :
" n!
n+1 n+1 n (2?’L>'
2" n+ 1) xappr = 2" (n+DIx2n+1)xa,=2(n+1) (2n+1) x 2 n!><72 '
" onl
= (2n+2)(2n+1) x (2n)! = (2n + 2)!
. ) ) , (2n)!
Conclusion : Par récurrence, nous avons démontré que vn € N* a,, = on ol A
" n!

Partie 1I. Partitions non ordonnées en paires ou singletons

1. Je dresse la liste des partitions en paires ou singletons non ordonnées de Fy, Fo, Fs3 :
a. Il n’y a qu’une partition de F; en paires ou singleton : {{1}}.
b. Il y a deux partitions de Fy en paires ou singletons : {{1};{2};} et {{1;2};}

2]a liste des 15 partitions en paires de Fg est un peu fastidieuse & écrire...



c. Iy a 4 partitions en paires ou singletons de Fj :

- {{1}:{3:2}}
= {{2}:{1:3}}
- {3 {1;2}}
- {125 {31}
2. On suppose que m > 3 et on consideére ensemble F' = {y1,¥ya, ..., Ym}. Dénombrons '’ensemble des partitions
de F en paires ou singletons en discutant suivant la paire ou le singleton de F' contenant y; :
e Si y; est tout seul dans un singleton :
e je choisis le singleton {y } ~+ 1 possibilité
e je choisis une partition en paires ou singletons de F\ {1} ~+ by,_1 possibilités
e Si y; apparait dans une paire :
e je choisis la paire {y1,y} ~ (m — 1) possibilités
e je choisis une partition en paires ou singletons de F\ {y1;y} ~ by _o possibilités
Au total, il y a b,,—; partitions en paires ou singleton pour lesquelles y; apparait en singleton et (m — 1) X by,—2

partitions pour lesquelles y; apparit dans une paire, d’ou
bm = bm,1 + (m — ].) X bm,Q. A
3. On suppose dans cette question, que m = 2p avec p € N*. Dénombrons ’ensemble des partitions de F' en paires
ou singletons en discutant suivant le nombre de singletons.
On peut remarquer qu’il y a nécessairement un nombre pair de singletons dans un partition de F. On discute
suivant la valeur 2k, avec k € [0, p]], du nombre de singletons dans la partition :

e je choisis 2k singletons ~ (gi) possibilités
e je choisis une partition en paires du complémentaire ~= ap_j, possibilités
p p k
2p (2p)! 2
Au total, b, = k= A
o B ;0 (%)“” ST ;0 k) (p— k)!

4. On suppose dans cette question que m = 2p + 1, avec p € N. Dénombrons ’ensemble des partitions de F' en
paires ou singletons en discutant suivant le nombre de singletons.
On peut remarquer qu’il y a nécessairement un nombre impair de singletons dans un partition de F. On discute
suivant la valeur 2k + 1, avec k € [0, p], du nombre de singletons dans la partition :

e je choisis 2k + 1 singletons ~ @Zﬁ) possibilités
e je choisis une partition en paires du complémentaire ~= ap_j, possibilités
P p k
2p+1 (2p+1)! 2
Au total b = k= A
Hora 2P kzo<2k+1>ap ¥ v ;O(%Jrl)! (p—k)!



