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PROGRAMME DE COLLES S9

NB : Les démonstrations des théorémes ou propositions €étoilés doivent €tre sues

INOMBRES COMPLEXES |

Notation algébrique des nombres complexes

Théoreme.— NOTATION ALGEBRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE
Pour tout nombre complexe z € C il existe un couple de nombres réels (z,y) € R?, unique, tel

que

Le nombre réel = est appelé la partie réelle de z et noté Re z, y est appelé la partie imaginaire
de z et noté Jm z. L’unicité de la notation algébrique se traduit par :

— i
Y(z,2') € C?, (z:z’<:> i)%ezi)‘iez)

Jmz =Jmz'

Proposition*.— Soit z € C un nombre complexe. Alors
zZ+z Z—Zz
1. Rez= 2. Jmz=
T T

lllustration.— le plan complexe, interprétation géométrique de ’addition des nombres complexes.

Notation exponentielle des nombres complexes non nuls

Proposition-définition.— MODULE D’'UN NOMBRE COMPLEXE
Soit z € C un nombre complexe, Le nombre zZ est un nombre réel positif. On appelle module de
z, et on note |z| le nombre réel posistif :

|z| = VzZ = VRe 22 + Tm 22

Proposition*.— PROPRIETES DU MODULE

Nombres complexes de module 1

Théoréme.— REPRESENTATION DE NOMBRES COMPLEXES DE MODULE 1

Soit ¢ : R — U Papplication définie par ‘V@ eR, ¢(0) =cosf+isind

L’application ¢ ainsi définie est surjective de R sur &. En accord avec les propriétés de ¢, on note
pour tout nombre réel 0, e = cosf + isinf = ()

Théoréme*.— REGLES DE CALCULS POUR L’APPLICATION ¢

3.V9eR, e =—;
el
’ 2 Li(0+0") _ ,i6 i0’ ) , 0
2. V(0,0") e R, e e’ x e 4 V(0,0 € R, pilo—0") _ €

it




Théoreme*.— FORMULES D’EULER Pour tout nombre réel 6 € R,

1 —10 160 —160

e +e . e

cos=— et sinf=——"——
2 21

Théoreme*.— FORMULE DE MOIVRE Pour tout nombre réel 6 € R et tout entier relatif n € Z,

(eie)” —eint ot (C089 +isinf)" = cosnb + i sinnfd

Exercice* : Soit # € R 1. Linéarisezsin®6 2. Ecrivez cos46 en fonction de puissances de cos 6.

Proposition.— FORME EXPONENTIELLE D’UN NOMBRE COMPLEXE NON NUL
Soit z € C* un nombre complexe non nul. Il existe un couple de réels (p,d) € RT™ x R tel que

z=pet? = p(cos@—i—isin@)

Il n’y a pas unicité de I’écriture exponentielle : pour tous (p,0) , (p',0') € R*™* x R,

i0 _ 1 if’ p =7
pe-=re <:>{t9’ = ¢'[27]

Remarque : Si z € C*, s’écrit z = pe?, nécéssairement p = |z|. On appelle un argument de z,
et on note arg (z) tout nombre réel tel que z = |z|e? 28 (2),

Corollaire.— La partie semi-unicité de 1’écriture exponentielle se traduit par

2| = 7]

(V(z,2') € C* x C¥), ((z=Z’) = { arg(z) = arg(2)[2n] )

lllustration.— Interprétation géométrique de la multiplication des nombres complexes.

Racines n**™¢ d’un nombre complexe

Théoreme*.— Soit n € N, n > 2. Notons w = exp (217”) L’ensemble U,, des racines ni®™es de
Punité est :

U, ={w" keZ})={l,w,...,0" 1}

lllustration.— Représentation des racines n'®™e de 1.

n—1
Proposition*.— Soit n € N, n > 2. Posons w = 62:1ﬂ, alors Z WwF =0
k=0

Théoreme*.— Soit n € N, n > 2 et a € C*. L’ensemble .# des racines n'®™® de a est donné par :

S = {/Jal e, a5 a5 Y Jal el T

Savoir-faire.— calcul des racines carrées en notation algébrique

Exercice* : Calculez les racines carrées de a = 3 — 41.

Equations polynémiales de degré 2

Savoir-faire.— résolution des équations polynomiales de degré 2

Exercice* : Résoudre dans C I'équation 222 — (14 5i)z —2(1 —i) =0



