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PROGRAMME DE COLLES S11

NB : Les démonstrations des théoréemes ou propositions étoilés doivent étre sues

OPERATIONS ALCEBRIQUES ET DEGRE

Proposition.— Soit (P, Q) € K[X]? deux polynomes & coefficients dans K. Alors
d°(P+ Q) <max{d° P,d° Q}
Si de plus d°P # d°Q), alors d°(P + Q) = max{d° P,d° Q}

Proposition.— Soit (P, Q) € K[X]? deux polynomes & coefficients dans K. Alors
d°(Px Q) =d°P+d°Q

Proposition.— Soit P € K[X] et A € K* un scalaire non nul. Alors
d°(A\P) = d°P

DERIVATION DANS K[X]

Définition : Soit P = Y| _, ar X" un polynéme d coefficients dans K. On appelle polynéme

n n—1
dérivé de P, le polynéme défini par P’ = Z kapXF 1 = Z(k‘ + Dag X"
k=0 k=0

Définition : Soit P € K[X] un polynéme a coefficients dans K. Les dérivées successives de P

!
sont définies par récurrence par P®) = P et Vk € N, P+ = (P(k)) .

Proposition*.— Soit P € K,,[X] un polynéme de coefficients (ag, a1, as,...,a,) dans K de degré
n. Alors
e Sip>n PP =0.
n n
k!
e Sipelon], PO =3 ak(k— 1) (k= pt 1) XA =30y o XA
k=0 k=p ’

Théoréme.— FORMULE DE TAYLOR POUR LES POLYNOMES
Soit P € K[X] un polynéme de degré inférieur ou égal & n et o € K un scalaire. Alors

"o () (¢ n ®) (v
P = P(a) + Pl(a) (X —a) + = (0) (X—a)2+-..+Pn,( ) (X—a)"zzpk,( )(X—a)’“
) k=0 )

Théoréme.— FORMULE DE TAYLOR - MAC LAURIN POUR LES POLYNOMES

Proposition*.— Soit P € K[X] un polynome de degré inférieur ou égal & n et @ € K un scalaire.
Alors pour tout n + 1-uplet (ag,ai,...,a,) € K",
n Pk
P=>a(X-a) = Vke[0n], a= (@)
k=0

k!

‘ DIVISIBILTE DANS K[X] ‘




Théoréme.— THEOREME DE LA DIVISION EUCLIDIENNE

Soient (A, B) € K[X]? deux polynomes a coefficients dans K. On suppose que B # 0.

A=BxQ+R

. 2 .
11 existe un couple (@, R) € K[X]*, unique tel que { °R < d°B

Exercice* : Montrez que X° + X% —9X3 — 7X2 + 9X — 1 est divisible par X3 — 8X + 1.

Corollaire*.— Soit (A, B) € K[X]?, B # 0.
B divise A si et seulement si le reste de la division euclidienne de A par B est nul.

'RACINES D'UN POLYNOME

Définition : Soit P € K[X] un polynome a coefficients dans K et a € K un nombre réel ou
complexe. On dit que o est racine de P, ou bien que « est un zéro de P si P(a) = 0.

Théoreme*.— Soient P € K[X] un polynoéme et o € K un nombre réel ou complexe.
a est un zéro de P si et seulement si (X — «) divise P

Proposition-Définition.—Soient P € K[X], o € K.

(X _ Nk
« est racine d’ordre de multiplicité k € N* de P < 3 @ € K[X] tel que { P=(X-a)xQ

Qa) #0
Théoreme*.— Soient P € K[X] un polynéme, a € K un nombre réel ou complexe, et k € N*.
. , . . P(a)=P'(a)=---=P* Y(a)=0
« est racine d’ordre k de P si et seulement si { P(k)(a) £0

| FACTORISATION DES POLYNOMES|

Théoreme.— THEOREME FONDAMENTAL DE L’ALGEBRE
Tout polynéme P € C[X] non constant admet (au moins) une racine.

Théoréme.— Soit P = Y"}'_,a,X* € C,[X] un polyndme de degré n € N*

si a,...,0p sont les racines distinctes de P de multiplicités respectives 71, ..., 7y, alors
P=a, (X —a)" X —ap)"” v S =
=a, (X —a1)" x- (X —ap) ou o TE=N

Proposition*.— Soit P € R[X] alors pour tout o € C et pour tout k € N*

« est racine d’odre k de P si et seulement si & est racine d’odre k de P

Théoréme.— Soit P = Y"}'_,a;,X* € R,[X] de degré n € N* & coefficients réels
Plus précisément si oy, ..., a, sont les racines réelles distinctes de P de multiplicités respectives
T1,...,Tp, alors

p q p q
P=a, [[(X—a)" [] (X2 =8X +4)" ot Y m+2x> s;=n,
k=1 j=1 k=1 j=1

et les polynomes a coefficients réels (X 26X+ 'yj) ne possedent pas de racines réelles (A < 0).

Exercice* : Factorisez dans C[X] puis dans R[X] le polynome P = X5 — 1.



