ECS 1 Dupuy DE LOME Semaine du 13 juin 2005

PROGRAMME DE COLLES S30

| DEVELOPPEMENTS LIMITES ET FORMULES DE TAYLOR

Polyndémes de Taylor d’une fonction de classe C"

Définition : Soit f € C"(I,R) et a € I. On appelle polynéme de Taylor de f en a de degré inférieur ou égal
an, le polynome T,, défini par :
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Formules de Taylor

Théoréme.— FORMULE DE TAYLOR AVEC RESTE INTEGRALE
Soit n € N un entier naturel et f : [a,b] — R une fonction de classe C"*! sur le segment [a, b]. Alors

F(b) = fla) + f'a) (b—a)+--+ 1" (@) (ba)"+/b(b_t)n FOD (@) dt
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Remarque : lorsque f € C!'([a,b]), i.e. n = 0,il s’agit du Théoréme 24.17 : f(b) = f(a) + f; f(t)dt

Savoir-faire : utiliser la formule de Taylor avec reste intégrale pour obtenir des encadrements du reste :

Exercice* : Démontrez a ’aide la FORMULE DE TAYLOR avec reste intégrale que :

2
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Théoreme.— FORMULE DE TAYLOR-LAGRANGE
Soit n € N un entier naturel et f : [a,b] — R une fonction de classe C"** sur le segment [a,b]. Alors il existe
¢ €la, b[ tel que
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Remarque : lorsque f € C1([a,b]), i.e. n = 0, c’est I'égalité des accroissements finis f(b) — f(a) = f'(c) (b — a).

Corollaire.— INEGALITE DE TAYLOR-LAGRANGE
Soit f € C"*1([a,b],R) et M € R* tel que Vz € [a,b], | "V (z)| < M. Alors
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Exercice* : Utilisez l'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE pour démontrer que pour tout nombre réel x, la série
n

x
>~ — est convergente de somme exp .
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Théoréme.— FORMULE DE TAYLOR-YOUNG
Soient n € N un entier naturel et f : I — R une fonction de classe C™ sur un intervalle I contenant a. Alors
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Ve el, f(x)=f(a)+ (r—a)+--+ (z—a)"+o((z—a)")

Remarque : lorsque n = 1, c’est la caractérisation de la dérivabilité en a a laide des d. 1. a lordre 1 : f(z) =

fla) + f'(a) (z —a) + o(z — a).



Développements limités

Définition : Soit f: I — R et n € N. On dit que f admet un développement limité a l’ordre n en un point
a € I s’il existe un polynéme P € R, [X] tel que

(DL, f(a)) fl@) =P(z—a)+o.((x —a)")

Savoir-faire : le changement de variable z = a + t permet de se ramener au voisinage de 0.

Théoréme.— DEVELOPPEMENT DE TAYLOR-YOUNG

Soient n € N un entier naturel et f : I — R une fonction de classe C™ sur un intervalle I contenant a. Alors f
possede un développement limité & ’ordre n au point a :
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Exercice* : Déterminez un développement limité & 1’ordre 3 le la fonction Arctan au voisinage de 0.

Théoréme.— DEVELOPPEMENTS LIMITES DES FONCTIONS USUELLES
Au voisinage de I'origine, les fonctions usuelles admettent des développements limités de tous ordres :
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Théoréme.— OPERATIONS SUR LES DEVELOPPEMENTS LIMITES
. R . . f(x) = Px)+ 0233”%
Si f et g admettent des DL d’ordre n a l'origine oy Alors
Jetg g {gm = Q) +olx

o [+9)@) = (P+Q)(x)+o(a")
e (f x g)(x) = R(z) 4+ o(z™), olt R € R,,[X] est le polynome P x Q tronqué & 'ordre n.
e si de plus f(0) =0, (go f)(x) = R(z) + o(z"), ot R € R,,[X] est le polynome Q o P tronqué & l'ordre n.

Savoir-faire : la mise en ccuvre de ces opérations ne s’improvise pas! vous devez vous entrainer !

Applications des développements limités

au calcul des limites, et a la recherche d’équivalents de fonctions
a I’étude locale des fonctions : continuité, dérivabilité

a la recherche de tangentes, a ’étude des positions relatives du graphe et d’une tangente

L A

a I’étude des branches infinies des fonctions au moyen d’un développement limité au voisinage de +oo

Exercice* :

1 1
1. Etudiez la limite en 0 de f(z) =

sinx a2

2. Soit f:R™\ {1} — R la fonction définie par f(z) = ;2hix1
au point 1. Ce prolongement est-il dérivable au point 17

3. Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = In(2? + 22 + 2). Déterminez le développement limité &
lordre 3 de f au voisinage de 0. En déduire I'équation de la tangente A a I'y en 0 ainsi que les positions
relatives de I'y et A au voisinage de 0.

4. Soit f:R*\ {1} — R la fonction définie par Vo € R*\ {1}, f(z) = (z+ 1) e'/*.

f=)

. Montrez que f se prolonge par continuité

(a) Déterminez un développement limité & 1'ordre 2 de au voisinage de +o0o. En déduire qu’au

3 1
voisinage de 400, f(z) =z + 2+ 5 + 0(7).
x x

(b) En déduire que la courbe représentative I'y de f admet une asymptote A en +oo. Déterminez
I'équation de A ainsi que les positions relatives de I'y et de A.



